UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA
ESCUELA DE MATEMATICA

e

Universidad de El Salvador

TRABAJO DE GRADUACION
“ESTUDIO DE MODELOS DE RIESGO ACTUARIAL Y DE LA
PROBABILIDAD DE RUINA”

PRESENTADO POR
Lic. WALTER OTONIEL CAMPOS GRANADOS

ASESORES
Dra. ROSARIO ROMERA (Universidad Carlos III, Madrid, Espana)
Dr. JOSE NERYS FUNES TORRES (Universidad de El Salvador)

Para optar al titulo de
Maestro en Estadistica

Ciudad Universitaria, diciembre de 2009.



INTRODUCCION

La teoria de riesgo colectivo es un area de la matematica de seguros (o
actuarial), que trata con modelos estocasticos que describen la actividad de
una compania de seguros.

La tradicional aproximacién a la teoria de riesgo consiste en considerar
un modelo del negocio de riesgo de una compania aseguradora, y estudiar
la probabilidad de ruina, es decir, la probabilidad de que el riesgo venga a
obtener valor especifico negativo, lo cual supone el estado de “ruina” para la
compania aseguradora.

El modelo de riesgo usual se formula como sigue: Se parte de un espacio de
probabilidad completo (€2,.%, P) llevando los siguientes objetos independi-
entes:

(1) Un proceso Poisson con intensidad A > 0, que modela el niimero de
reclamaciones hasta el tiempo t > 0.

(11) Una sucesién {Y,}7° de variables aleatorias no negativas, independi-
entes e idénticamente distribuidas, con funcién de distribucién comun
F' de media u, que modelan el tamano o cantidad de la k-ésima recla-
macion.

En cada instante de tiempo n la compania tiene que pagar una cantidad
estocéstica de dinero, y la compania recibe (deterministicamente) ¢ unidades
de dinero por unidad de tiempo (¢ > Au), entonces la ganancia en el tiempo
t de la aseguradora con capital inicial u > 0 estd dada por

N(t)
X(t)=u+ct—) Vi, t>0
k=1

El cual constituye el modelo clasico de riesgo en tiempo continuo.

Una de las cantidades claves en el modelo clasico de riesgo es la proba-
bilidad de ruina, denotada por ¢ (u) como una funcién de u, la cual es la
probabilidad de que la ganancia de la aseguradora sea menor que cero en
algin tiempo ¢, es decir:

Y(u) = Pr{X(t) <0 para algin ¢ > 0.}
Para evitar la ruina con toda seguridad (es decir ¢(u) = 1), aqui es necesario

C E—
'u, es positiva. Se

asumir que la tasa de seguridad 6, definida por 6 =



puede mostrar (ver pagina 6 de [1]) que la probabilidad de ruina satisface la
siguiente ecuacion integral:

v =2 [ Pwdy+2 [ ot - Py

C

donde B(x) = 1 — B(z) denota la cola de una funcién de distribucién B(z).

En general, es muy dificil encontrar expresiones explicitas y cerradas para
la probabilidad de ruina. Sin embargo, bajo condiciones adecuadas, se pueden
obtener algunas aproximaciones a la probabilidad de ruina.

Por otro lado, el reaseguro en un modelo de riesgo, se presenta cuan-
do una aseguradora firma un contrato para cubrir ciertos riesgos con otra
compania aseguradora llamada reaseguradora. De esta manera ambas asegu-
radoras adquieren la obligacién de solventar las posibles reclamaciones del
riesgo en cuestion. Desde el punto de vista de la aseguradora, el reaseguro
le ayuda a evitar posibles fuertes montos en las reclamaciones, aunque natu-
ralmente disminuyen sus ingresos por primas, pues tiene que compartir éstas
con la reaseguradora. Ademas, hay dos tipos de reaseguramiento, a saber, el
reaseguro proporcional y el reaseguro no proporcional.

En el presente trabajo se resumen las principales ideas teodricas del articulo
“Bounds for the ruin probability of a discrete-time risk process”, (de Maikol
Diasparra y Rosario Romera), Journal of Applied Probability, 2009, Vol. 46,
N° 1, pp. 99-112.

El problema de ruina es ciertamente relevante en el ambito de companias
aseguradoras y es a su vez, objeto de interés en el ambito de la Probabilidad
Aplicada, como lo prueban los numerosos trabajos que en los tltimos veinte
anos, y ain en la atualidad pueden consultarse en la literatura especializada,
(ver [2]).

El ambito del problema que se estudia en el presente trabajo incorpora la
novedad de considerar simultaneamente en el modelo de riesgo, un elemento
de reaseguro, asi como un elemento de inversion en activo sin riesgo.
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1. COTAS PARA LA PROBABILIDAD DE
RUINA

Se considera el proceso de riesgo de seguros en tiempo discreto, en el cual
la ganancia varia de acuerdo a la ecuacion:

X=X, 1(1+1,)+ C(by_1) — h(by_1,Y,),paran > 1 (1)

donde el proceso tasa de interés {1, },>0 es modelado por una cadena de
Markov cuyo conjunto de estados es numerable, con Xy = x > 0. Por otro
lado, un estado absorbente 7 es introducido, de tal manera que X, 1 = 7
si X, <00 X, =mn,Y, es el total de reclamaciones durante el n-ésimo
periodo (desde el tiempo t,,_jal tiempo ¢,), las cuales se asumen forman una
sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
con funcién de distribuciéon de probabilidad comun F.
El proceso puede ser controlado por reaseguramiento, esto es, se escoge el
nivel de retencion (o factor de proporcionalidad) b € B de un contrato de
reaseguramiento para un periodo.
La funcién h(b, y) con valores en [0, y] especifica la fraccién de la reclamacion
y pagada por el seguro, y esta depende del nivel de retencién b en el inicio
del periodo. De lo anterior y — h(b, y) es la parte pagada por el reaseguro. Se
considera, ademas, el caso de reaseguramiento proporcional, lo cual significa
que

h(b,y) := by con nivel de retencién b € B. (2)

La tasa de prima (ingreso) c es fija. Ya que el seguro paga al reaseguro una
tasa de prima, la cual depende del nivel de retencién b, se denota por C(b)
la prima obtenida por el seguro si el nivel de retencién b es escogido, donde
0 < C(b) <¢ be B. Se define by, := min{b € (0,1] : C'(b) > 0}. Ademas,
C'(b) es una funcién creciente que se calcula de acuerdo al Principio del Valor
Esperado, con tasa de seguridad agregada desde el reaseguro:

C(b) = c— (1+6)(1—b)E[Y], (3)

donde Y es una variable aleatoria genérica con funcién de distribucién de
probabilidad F'.

También se define B = [byin, 1] como el espacio de decision, y se considera
una politica de control Markoviana m = {a, }»>0, la cual en cada tiempo n



depende solamente del estado actual, es decir, a,(X,,) := b,, paran > 0.
Considerando un estado inicial arbitrario Xo = z > 0 (ndtese que el valor
inicial no es estocdstico) y una politica de control m = {a,, }»>0, entonces, por
iteracién de (1), se sigue que X, satisface

Xp=u ﬁ(l + 1) + Zn: <(O(bl_1) —bi1Y)) f[ (1+ Im)> . (4)

=1 m=I[+1

Sea p;; la matriz de probabilidad de transicién de {1}, es decir
pij = P{lhy1 = jlI, =i} (5)

La probabilidad de ruina cuando se usa la politica 7, dada la ganancia inicial
x, y la tasa de interés inicial Iy = ¢ se define como:

¢ﬂ($,i) =P7 (U{Xk <O}’XQ:£L', 10:i>, (6)

k=1
la cual también puede ser expresada como
™ (x,1) = P™(X) < 0 para algin k > 1| X, =z, Iy = 1) (7)

Similarmente la probabilidad de ruina en el caso de horizonte finito esta dada
por

YT () == P" (U{Xk <0}Xo=ux, Iy = 2) (8)

k=1
De lo anterior es claro que

U1 (@,0) S ¥3(w,1) < ... <op(w,i) <.
de manera que

lim ¢ (x,1) = " (x, 1)

n—oo
El siguiente Lema es de mucha importancia ya que sirve para probar los
Teoremas centrales

Lema 1.1 Para cualquier politica 7, existe una funcion ¢¥™(z) tal que
(1) < ()

para todo estado inicial x > 0 y tasa de interés inicial Iy = 1.



Demostracién: Est4 claro que por (1) y (2), el modelo de riesgo se puede

escribir como
Xn = Xn71<1 + [n) + C<bn71) - banYn

Ya que I,, > 0, se tiene que
Xy =Xna(1+ 1)+ Cbp-1) = bp1Yn > Xyt + C(bp—1) — 1Y (9)

Definiendo recursivamente
Xo=X 1+ Cbpy) = by 1Y, (10)

con Xog = Xy = z. Es claro que X,, > X,, para todo n.
Sea
Ei={weQ: X,(w)<0,n=1,2,...}

Ey={weQ: X,(w)<0,n=1,2,..}

se tiene que By C FEs, ademas, si

By = | J{Xu(w) < 0,w € Q}
n=1

E; = U{Xn(w) <0,w e}
n=1

es claro que B C Ej, de donde

PT (G{Xn <0}y = z) <P (G{Xn <0}y = 2)

n=1

de (6) y del hecho que X,, no depende de I,,, se obtiene que

Y (x,i) = P" <U{Xn < 0}|Lp = z> <p" (U{Xn <0} = 2> =¢"(z) O



1.1. Casos Particulares del Modelo (1)

Son de particular interés los cuatro casos especiales siguientes de (1)

1. Sil, =0yb, =1 para todo n > 1 entonces (1) se reduce al modelo
clasico de riesgo en tiempo discreto sin inversion y reaseguro

t=1

2. Sil,=0ybe Bparan > 1entonces (1) se reduce al modelo de riesgo
en tiempo discreto con reaseguramiento proporcional

k
Xp=2—Y (b1Y; — C(b—1)). (11)
=1
Sea ™ (x) = P™ ({Upe; { Xk < 0}/ Xy = ), la correspondiente probabili-
dad de ruina, si se asume estrategias estacionarias constantes, es decir,
b, = by, Vn < 1, y ademés, E[byY] < C(by), entonces existe una con-
stante Ry > 0 satisfaciendo

e—RoC(bo)E[eRO(boy)] =1 (12>

Por lo tanto por la desigualdad clasica de Lundberg para probabilidad
de ruina

Y (z) < e Ho% Y >0 (13)

3. Sea d, la tasa de beneficios constante en el n-ésimo periodo (los benefi-
cios son pagos hechos por una corporacién a sus accionistas). Entonces
el modelo de riesgo en tiempo discreto con tasa de interés estocastica
y beneficios estda dado por

Xn = Xn—l(l + In) + C<bn—1) - h<bn—17 Yn) - ann

reordenando términos se llega a establecer que este modelo es desde un
punto de vista estadistico el mismo que (1).



4. El ultimo caso sucede cuando la compania tiene un plan de reinversion
de beneficios, el cual le permite a sus accionistas comprar pequenas can-
tidades de reservas. En este caso el modelo de riesgo en tiempo discreto
con tasa de interés estocastico y reinversién de beneficios estd dado por

Xn = )(n—l(1 + In) + C(bn—l) - h(bn—la Yn) + Janv

donde d € [0,1) es la tasa de reinversién de beneficios en el n-ésimo
periodo; otra vez se llega a establecer que este modelo es esencialmente
el mismo que (1).

1.2. Ecuaciones Recursivas y Ecuaciones Integrales para
la Probabilidad de Ruina

En lo que sigue se obtienen ecuaciones recursivas para la probabilidad y
ecuaciones integrales para la probabilidad de ruina final asociada al modelo

(1).

Lema 1.2 Sea u(y) = boy — C(by), donde by es el nivel de retencion inicial,
7, = (x(1+7)+ C(bo))/bo, Xo =2 >0, yp;; como en (5), entonces

j
Y1 (2,1) = ZpijF(Tj>7 (14)

jel

donde F(y) =1— F(y), y paran > 1

Vnlz,) =)y /ij Un(@(1+ ) = u(y), ))dF(y) + Y pyF(r), (15)

jel jeI

Y (x,d) =Y py /OTj VT (@(1+ 5) = uly), )AF(y) + Y pyF(r).  (16)

jel jel

Demostracién: Sea U, = U(Yy) = boYy — C(by). Dando Y} = y, la
politica de control 7, y I} = j, de (4) se tiene que U; = u(y). Por lo tanto

X, =x2(1+ 1) — U, = hy —u(y),donde hy = z(1 + j)
Ahora, si u(y) > hy, entonces

PrXy<0lYy=y L=jXo=xlp=1i)=1
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lo anterior implica que
n+1
P <U{Xk <MY=y L1 =5, Xo=u,1y= Z) =1,
k=1
mientras si 0 < u(y) < hy, entonces
Pﬂ(Xl <O’Y1:y,[1 :j,XOIQ'),IO:?:) :O (17)

Sea {\N(n}nzl, {Tn}nzly copias independientes de {Y,,}n>1 y {In}n>0, respecti-
vamente.
Sea Uy = byYy, — C(bg). Luego por (4) y (17), se tiene, para 0 < u(y) < hy,

n+1

P J{Xe<0}Vi=y.1, :j,XO:x,Iozi)

n+1
= P7 U{Xk < 0}HY; :yyllzj,X():%Io:i)

k=2

= pPr 6{(hl_u()H1+h - U H O}\Xo:x,h:j)

k=2 =1 =1 m=l

B
= I

n+1

k
= U{(hl—w DHE D=3 G 1] () }|X0:x,flzj>

k=2

= Yr(hi —u(y),j) = ($(1+J) (y) 7)

en lo anterior se ha usado el hecho que {I,,},>0 es cadena de Markov, y que
ésta es independiente de {Y},},>1.

Ahora se considera el evento & = {Y; =y, I, = j, Xo = z, Iy = i}, recordan-
do que F(y) = P(Y <y), de (4) y (8) se obtiene que

n+1
To(xi) = PT (U{Xk <OMXo =1 = z)

_ me/ P (U{Xk<0}|~<zf) dF(y)
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Entonces, ya que 7; = %;Lc(bo), y notando que u(y) > hy implica y > 7;,
se tiene
i n+1
Vi (@,i) = Zpij {/ PT (U{Xk < 0}|427) dF(y)
jeI 0 k=1
) n+1
+ Zpij/ pr <U{Xk < 0}|~Q/> dF(y)}
jeI Tj k=1 (18)
- Y { | v —uw.qapw + [ dF<y>}
jerI 0 ‘ T
= Cooo{ [T vret4d) - ut o) + P
jEI 0

Esto establece (15). En particular,
Ui (x,8) = > piF(7)
jer

Para terminar, basta hacer n — oo en (18) y usar el teorema de convergencia
dominada para obtener lim ;. (z,7) =™ (x, 1), estableciendo (16).
n—oo

1.3. Cota para la Probabilidad de Ruina por Aproxi-
macion Inductiva

A través del siguiente teorema se obtiene una cota para la probabilidad
de ruina, por aproximacion inductiva:

Teorema 1.1 Sea Ry > 0 la constante que satisface (12), entonces, Vr > 0
erel

Y(z,i) < BY pyET[eforH)]
jerl (19)

donde 5 = [(by) y estd dado por

ftoo eRobode(y>

-1 _ -
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Demostracién: Primero se muestra que el término a la derecha de (19)
es una cota superior para 7 (x,i), para todo n > 1. Se probard esto por
induccién.

El siguiente es un artificio muy importante

3 f@oo eRobode(y) -1 b /oo R
F(o) = B 0bo oboy J o
0 - ( g ) [

S /Be—Roboe eRonde(y) S /Be—Roberﬂ[eRobyl]
0

(20)

par cualquier 8 > 0. Esto implica que para todo x > 0,7 > 0 y by € B, por
(14) y (20), se tiene

Yi(z,d) = Y pyF(T)
jel

> vy (/iEﬂ[eRobYl]eRobo(W))

jel
— BETF RobYl sz 30[37 1+])+C(b0)]
jel

IA

BEW[ R()bYl]ETr[ —Ry[x (1+j)+C(b)}|]0 _ Z]
Tl'[ RQbYl]Eﬂ'[ —RoC(b )]En [efRoac(lJrIl)uO — Z]
71'[6 Ry [C(b) bY1]]E'7r[ —Rox(1+11)|IO — ’L]
BE™[e~flor(+1) | ) = §] por (12)

Esto establece el resultado para n = 1. Ahora por la hipotesis inductiva, se
tiene que para algin n > 1, y todo x > 0,7 € I,

Wr(x,4) < BET e forH)| [y = {] (21)

Ahora, sea 0 < y < 7;, con 7; como en el Lema 2. Reemplazando en (21) z e
i por x(1+j) + C(by) — boy y j, respectivamente, se obtiene

Ur(e(1+7) + C(bo) = boy,j) < BET[e- Folr(HN+COIIATN) [, = j]
< B Rola(1+)+0(0)-boy] (22)
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reemplazando (22) en (15), se obtiene

171r+1(x7i) < szj (ﬁe Ro[2(145)+C(bo)] /OO Robode )
jel
+ szj (ﬁe Ro[z(1435)+C(bo) ]/ Robode ) por (20), con 8 = 1,
Jel 0
— me (ﬁe Rolz(145)+C (bo)] /OO Robode )

jerl
— BEW[GRObYl]EW[G—ROC(b)]EW[e—ROx(l—I—Il)|[O — Z] por (12)
_ ﬁEW [e—ROz(lJrIl)uO — Z]

Luego, (21) es fijo para n > 1, y haciendo que n — oo en (21), se obtiene
(19) ©

A continuacién se define un conjunto de distribuciones de probabilidad, que
incluye la familia Exponencial, la Gamma, Erlang, y la familia de tipo Phase,
cuya propiedad més interesante es que proporciona cotas para la probabili-
dad de ruina més ajustadas que la clasica de Lundberg.

Definicién: Una distribucién F, concentrada en (0,00), se dice ser new
worse than used in convex (NWUC) ordering si, para todo x,y > 0

L :o F(2)dz > F(y) / " F(2)dz

Corolorario 1.1 Bajo las hipdtesis del Teorema 1, y asumiendo que E™[ef0?1] <
oo para todo b € B, y que, ademds, F' es una distribucion (NWUC), se tiene

1/)”(:13, Z) < (Ew[eRobYl])—l Ew[eRom(l—i-Il)uO _ l] (2?))

1.4. Cota para la Probabilidad de Ruina por Aproxi-
maciéon Martingala

El siguiente resultado establece una cota para la probabilidad de ruina,
por medio de aproximacién martingalal:

Wer [6], para revisar la definicién de Martingala
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Proposicién 1.1 Asuma que E™[C(b) —bY —1] > 0. Ademds supdngase que
para cada i € I, existe p; > 0 tal que

B[O gy — i) = 1, (24
entonces
R, = IZHEIIH pi 2 Ro (25)
y, ademds, Vi € I
E,r[e_Rl[c(b)—bYﬂ(Hh)*l‘[0 =1 <1. (26)

Demostracion: Para cada ¢ € I, sea
Li(r) = E[e €O+ 10— i1 1 >0

Recordando la definicion de esperanza y ocupando el Terorema Fundamental
del Calculo, no es dificil establecer que

l;(O) = E"[—(C(b) —=bY)|E™[(1+ 1) Iy = i] <0, ya que E™[C(b) —bY] > 0
Derivando de nuevo, se establece que
() = ET[((C(b) — bY)(1 + 1)~ 1)2e "IC®=-YIA+M ™ [ — 4] > 0

Ademas, notar que [;(0) = 0, asi, se ha probado que [;(r) es una funcién
convexa que es decreciente en cero. Por la convexidad de [;(r), se esta seguro
que ésta tiene una tnica raiz positiva, sea p;, dicha raiz. Por tro lado ocupando
de nuevo la convexidad de [;(r), se establece que si 0 < p < p;, entonces
l;(p) < 0. Sin embargo,

Ew[e—Ro[C(b)—bY](Hh)ﬂ|[O:Z.] _ pr —Ro[C/(bo)— boy](1+j)—1]

jel

= Zpl.jE'[(e*Ro[C(bo)fboY]) (1+j>—1]
jel . .

= Zpij (efRoC(bo))(”J) E[(eRobOY)(HJ) ]
jel

< Zplj (B_ROC(bO))(1+j)_1 E[6R0b0Y](1+j)71
jel

= Z pij E [eFolClo)—bovil] (1+5) 7!

jeI
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En la desigualdad se ha hecho uso de la desigualdad de Jensen para
funciones convexas (realmente la desigualdad de Jensen se invierte cuando la
funcién es céncava, el cual es el caso). Consecuentemente por (12), se tiene

[e—Ro[C(bo)—b()Yl]]

que F = 1, de donde, tomando en cuenta que Z pij = 1,

jel
Eﬂ'[efR()[C() bY 1+Il |I _ Z] < 1
Lo anterior implica que [;(Ry) < 0, ademds, Ry < p;, para todo i, asi
Rl = min Pi Z RO
icl

Se ha establecido (25). Ademdas R; < p;, para todo i, lo cual implica que
l;(Ry) <0, esto establece (26).

Teorema 1.2 Bajo las hipotesis de la Proposicion 1.1, Vi e I yx > 0,
Y (x,1) < e (27)

Demostracién: Primeramente se define, el asi llamado, proceso de riesgo

descontado V,, = X, H(l + 1) con n > 1, el cual realizando operaciones

=1
elementales, se ve que satisface

—x—l—Z( (bo) — boYD) JJ(1+ 1) ) (28)

Ademés, sea S, = e fi-lVn

tiene

, entonces, de nuevo reordenando términos, se

SnJrl = Sne*Rl(C(bO) boYn+1) (1+It)

De lo anterior, para todo n > 1,

E”[Sn+1|Y1,...,Yn,Il,... []
— S, Ele™F1(Co)—boYar) [T2 (14+10) 1|Y,...,Yn,]1,...,ln]
= S, Ele —R1(C(bo)— ban+1)(1+fn+1) T (4 1)~ |[ L

1
< S,E ([e—R1(C(bo)—banH)(uzﬂH)-l])Ht 1+

< Sn.
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De nuevo se ha hecho uso de la desigualdad de Jensen aplicada a una funcién
concava.

Esto implica que {5, },>1 es una supermartingala.

Ahora, sea T; = min{n : V,, < 0|Iy = i}, entonces T; es un tiempo de paro
y n AT; = min{n,T;} es un tiempo finito de paro. De aqui por el Teorema
Opcional de Paro para martingalas, se tiene

EwT [Sn/\Ti] S E’7r [So] = B_Rlx
De aqui,

e e > E[Suar] = E™[(Spar,)1n,<n) > E™[(ST,)11,<n]
= Emle VNl <,] > E™[ln<,] = 97 (x,4),

(29) se sigue del hecho que Vi, < 0. Ahora, haciendo n — oo en (29), se
obtiene (27). @

(29)

Vale la pena subrayar que para la demostraciéon del Teorema 1.2 se define

n
el proceso de riesgo descontado V,, = XnH(l + 1) con n > 1, porque
=1
en el modelo clésico de riesgo {e~f0%"}, 5, es una martingala. Sin embargo,
para el modelo (1), no existe constante r > 0 tal que {e"™*"},>; sea una
martingala. Empero, existe una constante r > 0 tal que {e™"""},>; es una
supermartingala.
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A partir del desarrollo tedrico presentado en esta seccion, se plantean
diversas interroganates que vamos a resumir brevemente. Algunas podran
abordarse en trabajos posteriores de indole tedrica, como son:

1. ;Es posible obtener cotas méas ajustadas que las proporcionadas por los
Teoremas 1.1y 1.27

2. ;Qué herramientas deberian utilizarce, como por ejemplo las basadas en
Cadenas de Markov , para conseguir expresiones cerradas y explicitas
de la probabilidad de ruina?

3. (Se puede generalizar el proceso de inversiéon al caso de activo con
riesgo?

4. iSe puede calcular o estimar E[r] o P(t < T), para T > 0 fijo, siendo
T =1inf{k >1: Xy <0}, tiempo hasta la ruina?

Es a ésta ltima pregunta a la que en la secciéon 2 se responde parcialmente,
mediante estimaciones obtenidas por simulacién del modelo (1), bajo un cier-
to diseno experimental.
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2. ANALISIS DE SIMULACIONES HECHAS
CON MATLAB

En esta seccién se realizan simulaciones, de los resultados tedricos obtenidos.
Se estd interesado en simular trayectorias del modelo (1), y averiguar la prob-
abilidad del tiempo de ruina.
El diseno del experimento se ha establecido como sigue:

1. El niumero n de iteraciones para el modelo (1) se fija en n = 50, y el
nimero N de replicaciones es de N = 1000,

2. Se toman como parametros fijos los siguientes: Los valores iniciales
(1o, Xo), las probabilidades de transicién de la Cadena de Markov dadas
por la matriz estocastica M, con espacio de estados I, y el coeficiente

de seguridad 6. Donde, (Iy, Xo) = (8%, 5),

0,2 08 0
M=1 015 0,7 0,15 |,
0 08 02

[=1{6%,8%10%} y 0 = 10%.

3. Los pardmetros que se hardn variar son los siguientes: la prima c, la
distribucién I'(p, a), y el nivel de retencién b. Donde ¢ € {1,1;1;0,8},
D(p,a) € {I(1,3), (1, 4), [(7/10,7/2),T(1/2,2)}

2.1. Analisis de resultados con ¢ = 1,1 fijo

Las tablas a continuaciéon muestran la probabilidad estimada de que
la ruina ocurra antes del tiempo 7' = 10, P(7 < 10), el valor promedio
estimado del tiempo de las trayectorias donde hay ruina, F[7| X, < 0]
y el porcentaje de trayectorias donde hay ruina, antes del horizonte n = 50,
que se denota por A.



19

c=1,1 Nivel de retencién b
0.25 0.5 0.75
['(1,3) | P(r <10)=0,012 | P(t <10) = 0,327 | P(T < 10) = 0,747
E =7,041 E =13,55 E = 38,053
A=14% A=679% A=933%

Tabla 1: Resultados con la Distribucién I'(1, 3)

Smuiadones pIra b=025
T

Figura 1: Grafica para el nivel de retencion b = 0,25

Los resultados numéricos en la Tabla 1 para el nivel de retencion b = 0,25,

junto con la ilustracién de la Figura 1, muestran claramente que no hay ruina
con éstos valores.
En lo sucesivo es de tener cuidado a la hora de leer el nimero F, ya que éste
por si solo da poca informacién, en este caso se tiene que E = 7,041 que es
menor que diez, sin embargo, el porcentaje de trayectorias que llevan a ruina
es sumamente bajo, por lo que éste nimero tiene muy poca trascendencia.
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Smuadones paab-05
T

Figura 2: Grafica para el nivel de retencion b = 0,5

Los resultados numéricos en la Tabla 1 para el nivel de retencion b = 0,5,
junto con la ilustracion de la Figura 2, muestran claramente que hay ruina
con éstos valores, aunque ésta sucederd con una probabilidad un tanto baja
antes de 10 anos. A pesar de que en un alto porcentaje de las trayectorias
sucede ruina ésta se darda después de la décima iteracion, (después de 10
anos).
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Simuladores prab=075

Figura 3: Gréfica para el nivel de retencién b = 0,75

Leyendo la Tabla 1 en la columna correspondiente a b = 0,75 junto con
la ilustracion de la Figura 3 es evidente que hay ruina antes de 10 anos con
una probabilidad alta. Ademads practicamente en el 100 % de las trayectorias
hay ruina.
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c=1,1 Nivel de retencién b
0.25 0.5 0.75
['(1,4) | P(r <10)=0,059 | P(t <10) = 0,665 | P(r <10) =0,916
E =10,88 E =933 E =507
A=96% A=96,4% A=100%

Tabla 2: Resultados con la Distribucién I'(1, 4)

Figura 4: Grafica para el nivel de retencion b = 0,25

Con los datos de la Tabla 2 en la columna correspondiente al nivel de
retencién b = 0,25, junto con la ilustracion de la Figura 4, es evidente que
no hay ruina.
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Simulaciones para k=05

Figura 5: Grafica para el nivel de retencion b = 0,5

Con los datos de la Tabla 2 en la columna correspondiente al nivel de
retencién b = 0,5, junto con la ilustracién de la Figura 5, es claro que existe
una probabilidad alta de que haya ruina antes de 10 anos.
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Simulaciones pam b=0.74

Figura 6: Gréfica para el nivel de retencién b = 0,75

Leyendo la Tabla 2 en la columna correspondiente a b = 0,75 junto con
la ilustracion de la Figura 6 es evidente que hay ruina antes de 10 anos con
una probabilidad alta. Ademads précticamente en el 100 % de las trayectorias
hay ruina.

Observacién: A esta altura se puede notar ya, el peso que tiene en los
resultados el cambio en el nivel de retencion y por ende se puede ir justificando
la necesidad del reaseguro.
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c=1,1 Nivel de retencion b
0.25 0.5 0.75
['(7/10,7/2) | P(t <10) = 0,002 | P(r <10)=0,168 | P(T < 10) = 0,525
E=3 E =12,56 E =10,04
A=02% A=313% A=2822%

Tabla 3: Resultados con la Distribucién I'(7/10,7/2)

Simulaciones para b=0.25

100 T 7 T T
T T TP fo- / --------------------- —
B0[srsrduarsrad T T s T TR s e T A o s —
Pl e r o e --------------------------- —
(571 P NS S S ST O A e R e R S S ]
Bl [ m e e e e e e e A R T s —
. SRR o . 2 oSSR sl
e . —
R~ .. o Lt T P e —
1 b A s S T S T e S —

M cule OO i
10 | 1 1 1 1 1 1 I I
5 10 15 20 5 a0 3% 40 45 50

Figura 7: Grafica para el nivel de retencion b = 0,25

Con los datos de la Tabla 3 en la columna correspondiente al nivel de
retencién b = 0,25, junto con la ilustraciéon de la Figura 7, es evidente la
inexistencia de ruina en el proceso.
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Simulaciones para b=0.5

Figura 8: Gréfica para el nivel de retencién b = 0,5

Con los datos de la Tabla 3 en la columna correspondiente al nivel de
retencién b = 0,5, junto con la ilustracion de la Figura 8, se puede concluir
que ain para este nivel de retencién no hay ruina antes de 10 anos; esto
quiere decir que la distribucion que modela las reclamaciones tiene un mayor
protagonismo.
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Simulaciones par b=0.75

R i e e e e e e e e e e e e L e e

Figura 9: Grafica para el nivel de retencion b = 0,75

Con los datos de la Tabla 3 en la columna correspondiente al nivel de
retencién b = 0,75, junto con la ilustracion de la Figura 9, se puede de-
cir que existe ruina en un porcentaje medio antes de 10 anos, nétese que
P = 0,525. De nuevo se nota la influencia de la distribucién que modela las
reclamaciones.
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c=11 Nivel de retencién b
0.25 0.5 0.75
['(1/2,2) | P(r <10)=0 | P(r <10) =0,0001 | P(T <10) = 0,026
E = NaN E=3 E =544
A=0% A=01% A=29%

Tabla 4: Resultados con la Distribucién I'(1/2,2)

Simulaciones para b=0.24
T T T 77 T

Figura 10: Grafica para el nivel de retencién b = 0,25

Claramente esta grafica ilustra, de una manera simple el hecho de la
inexistencia de ruina, para el nivel de retenciéon b = 0,25
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Simulaciones paa b=0.5

Figura 11: Grafica para el nivel de retencién b = 0,5

Claramente esta grafica ilustra, de una manera simple el hecho de la inex-
istencia de ruina, para el nivel de retencion b = 0,25, lo cual se corresponde
con los valores obtenidos en la Tabla 4 correspondiente al nivel de retencién
b=0,5
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Simulaciones para b=0.75

5 10 15 20 23 0 25 40 45 50

Figura 12: Grafica para el nivel de retencién b = 0,75

Adn cuando se tiene un porcentaje de reaseguro muy bajo (b = 0,75), se
observa que con esta distribucién el proceso esta sobreprotegido.
En lo que sigue se vera el impacto de cambiar la prima c y se podran realizar
otro tipo de comparaciones de interés.
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2.2. Analisis de resultados con ¢ =1 fijo

Las tablas a continuacién muestran la probabilidad de que la ruina
ocurra antes del tiempo 7 = 10, P(r < 10), el valor promedio del
tiempo de las trayectorias donde hay ruina, E[7|X, < 0] y el por-
centaje de trayectorias donde hay ruina, A, cambiando la prima a un valor
de ¢ = 1.

c=1 Nivel de retencién b
0.25 0.5 0.75
I'(1,3) | P(r <10)=0,008 | P(t <10) =0,428 | P(1 <10)=0,8
E =122 E =12,605 E =17,0291
A=15% A=818% A=995%

Tabla 5: Resultados con la Distribucién I'(1, 3)

Simulaciones para b=0.25

e e e e e e R e e e e e e e e e e e e e -

Figura 13: Grafica para el nivel de retencion b = 0,25

Es evidente que en este caso no sucede ruina.
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Simulacionzs para b=05
o0 T T T T T T T T

Figura 14: Grafica para el nivel de retencién b = 0,75

Con los datos de la Tabla 5 se puede concluir que la probabilidad de
que el proceso se vaya a ruina antes de diez anos es moderada, Notese que
a pesar de que la grafica sugiere un alto porcentaje de trayectorias donde
existe ruina, ésta sucede tarde.
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Simulaciones para b=074

Figura 15: Grafica para el nivel de retencién b = 0,75

La columna correspondiente a b = 0,75 de la Tabla 5 sugiere una alta
probabilidad de que el proceso se arruine antes de diez anos, esto lo refuerza
los resultados gréficos de la Figura 15.



c=1 Nivel de retencién b
0.25 0.5 0.75
['(1,4) | P(r <10)=0,074 | P(t <10) =0,723 | P(7 <10) = 0,939
E =14,5032 E =38,45 E =4,739
A=157% A=988% A=100%

Tabla 6: Resultados con la Distribucién I'(1, 4)

Simulaciones pam b=0.24
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Figura 16: Grafica para el nivel de retencién b = 0,25

La probabilidad de que el proceso se arruine antes de diez afios es muy
baja, como lo sugiere la Figura 16 anterior, y los resultados de la Tabla 6

para b = 0,25
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Simulaciones paa b=05
a0 T T T T T T T T T

Figura 17: Grafica para el nivel de retencién b = 0,5

Los resultados de la Tabla 6 para el nivel de retencion n = 0,5, junto
con la ilustracion de la Figura 17, son contundentes en el sentido de que el
proceso se arruina antes de diez anos.
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Simulaciones pam b=075

5 10 15 0 25 an ¥ 40 45 50

Figura 18: Grafica para el nivel de retencién b = 0,75

Los resultados son atin mas contundentes que el caso anterior, hay ruina
antes de diez anos con una probabilidad alta.
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c=1 Nivel de retencién b
0.25 0.5 0.75
['(7/10,7/2) | P(t <10) = 0,002 | P(r <10)=0,233 | P(r < 10) = 0,579
E=25 E=12,10 E =10,42
A=02% A=435% A=2897%

Tabla 7: Resultados con la Distribucién I'(7/10,7/2)

Simulaciones para b=0.25

il 10 14 20 25 a0 35 40 45 a0
Figura 19: Grafica para el nivel de retencién b = 0,25

Claramente el proceso tiene una probabilidad muy baja de que se arruine,
notar que estda muy cercana a cero. Ademas el porcentaje de trayectorias que
conducen a ruina es muy baja.
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Simulacionzs para b=05

Figura 20: Grafica para el nivel de retencién b = 0,5

Este caso requiere especial atencién, a pesar que la grafica nos indica
un alto porcentaje de trayectorias que se arruinan, la probabilidad de que
esto suceda antes de diez anos es atin baja, como lo indica la Tabla 7 en la
columna correspondiente a b = 0,5
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Simulaciones para b=0.75

Figura 21: Grafica para el nivel de retencién b = 0,75

De nuevo hay que tener cuidado al ver la grafica, ya que la probabilidad
de que el proceso se arruine antes de diez anos es intermedia, ademas la
esperanza es un poco mayor de 10.
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c=1 Nivel de retencién b
0.25 0.5 0.75
['(1/2,2) | P(1<10)=0 | P(r <10) =0,002 | P(T < 10) = 0,027
E = NaN E=55 E=6,12
A=0% A=02% A=32%

Tabla 8: Resultados con la Distribucién I'(1/2,2)

Simulaciones para b=0.25
T T T

Figura 22: Grafica para el nivel de retencién b = 0,25

Como se ha venido viendo a lo largo de los andlisis previos, para esta
Distribucién el proceso se muestra muy robusto, a pesar de que se ha variado
la prima que se esta cobrando, se mantiene siempre en alza.
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Simulaciones pama b=0.5

150 . .

T

T Y /
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Figura 23: Grafica para el nivel de retencién b = 0,5

Noétese los resultados de la Tabla 8, en la columna correspondiente a
b = 0,5, siguen siendo muy bajos a pesar que el reaseguro es menor que en
el caso anterior. De nuevo se observa el peso de la Gamma escogida.
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Simulaciones para k=075

Figura 24: Grafica para el nivel de retencién b = 0,75

Estos resultados para b = 0,75 son contundentes, nétese que la cantidad
de reaseguro es muy baja, sin embargo el proceso se mantiene en alza, ademas
el porcentaje de trayectorias que conducen a ruina es bajisimo.
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2.3. Analisis de resultados con ¢ = 0,8 fijo

Las tablas a continuacién muestran la probabilidad de que la ruina
ocurra antes del tiempo 7 = 10, P(r < 10), el valor promedio del
tiempo de las trayectorias donde hay ruina, E[7|X, < 0] y el por-
centaje de trayectorias donde hay ruina, A, donde la prima es ¢ = 0,8.

c=10,8 Nivel de retencién b
0.25 0.5 0.75
['(1,3) | P(r <10)=0,033 | P(t <10) =0,588 | P(r < 10) = 0,892
E =18,73 E =10,70 E =577
A=123% A=97T% A=100%

Tabla 9: Resultados con la Distribucién I'(1, 3)

Simulaciones para b=0.25

Figura 25: Grafica para el nivel de retencién b = 0,25

Notese que a pesar que ¢ = 0,8, la probabilidad de ruina antes de diez
anos es baja, en este caso se puede pensar que el reaseguro ifluye.
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Simulaciones para b=0.5
40 T T T T T T T T

Figura 26: Grafica para el nivel de retencién b = 0,5

Se puede visualizar un cambio significativo, con los resultados anteriores,
observando la Tabla 9 en la columna correspondiente a b = 0,5, se puede
concluir que existe una probabilidad un poco alta de ruina antes de diez
anos. Los resultados graficos de la Figura 26 confirman dichos resultados.
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Simulaciones para b=0.75

Figura 27: Grafica para el nivel de retencién b = 0,75

Claramente al juzgar por los resultados de la Tabla 9, columna correspon-
diente al nivel de retencién b = 0,75, aunado a los resultados gréficos de la
Figura 27, se puede concluir que existe una probabilidad alta de ruina antes
de diez anos.
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c=0,8 Nivel de retencién b
0.25 0.5 0.75
['(1,4) | P(r <10)=0,145 | P(t <10) =0,833 | P(r < 10) = 0,972
E=1751 E=6,7 E = 4,04
A=476% A=998% A=100%

Tabla 10: Resultados con la Distribucién I'(1, 4)

Simul aciones para b=025
150 T T T T T T T T T

Figura 28: Grafica para el nivel de retencién b = 0,25

Los datos de la Tabla 10, para b = 0,25 muestran una probabilidad baja
de ruina antes de diez anos, a pesar que la grafica y el nimero A, parece que
dicen lo contrario, lo que sucede es que la ruina ocurre después de diez anos,
como lo dice el nimero F.
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Simulaciones para b=0.5

Figura 29: Grafica para el nivel de retencién b = 0,5

Con los datos de la Tabla 10 para b = 0,5 es evidente que, a pesar que se
tiene un reaseguro intermedio, el proceso se arruina rapidamente en menos
de diez anos. Comparando estos resultados con los obtenidos con la prima
¢ = 1,1, se concluye que existe influencia de este parametro.
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Simulaciones para k=075

Figura 30: Grafica para el nivel de retencién b = 0,5

Observando la Tabla 10 para b = 0,75, junto con la Figura 30, no hay
lugar a dudas que existe ruina muy pronto con una alta probabilidad. Ademés
en praticamente el 100 de las trayectorias hay ruina.
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c=0,8 Nivel de retencion b
0.25 0.5 0.75
['(7/10,7/2) | P(t <10) =0,011 | P(r <10)=0,29 | P(r < 10) = 0,677
E=11,52 E =14,65 E =897
A=19% A=629% A=973%

Tabla 11: Resultados con la Distribucién I'(7/10,7/2)

Simulaciones para b=0.24

R |iion e e e e e e S e S e e S e e S e S e S e S e e e -

Figura 31: Grafica para el nivel de retencién b = 0,25

Observando los resultados de la Tabla 11, para b = 0,25, més la grafica de

la Figura 31, es facil darse cuenta que con un alto reaseguro, a pesar que la
prima se ha bajado, el proceso se mantiene creciendo con esta Distribucion
que modela las reclamaciones.
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Simulaciones para b=0.5
150 T T T T T T T T

Figura 32: Grafica para el nivel de retencién b = 0,5

Compare los resultados para la I'(1,4) con éstos correspondientes a b =
0,5, se nota una alta diferencia, ya que aqui la probabilidad de ruina antes
de diez anos es baja. En este caso se observa una influencia determinate de
la Distribucién que modela las reclamaciones.
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Simulaciones para b=0.75

Figura 33: Grafica para el nivel de retencién b = 0,75

Hay que tener cuidado a la hora de interpretar la grafica de la Figura
33, ya que a pesar que esta sugiere un alto porcentaje de trayectorias que
se arruinan, la probabilidad de que la ruina suceda antes de diez anos es
intermedia, notar que F = 10,42, y A = 89,7 en la Tabla 11, para b = 0,75.
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c=0,8 Nivel de retencion b
0.25 0.5 0.75
['(1/2,2) | P(1 <10)=0 | P(r <10) = 0,003 | P(7 < 10) = 0,042
E = NaN E=5 E=94
A=% A=0,3% A=62%

Tabla 12: Resultados con la Distribucién I'(1/2, 2)

Simulaciones para b=025

20 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figura 34: Grafica para el nivel de retencién b = 0,25

Como ha sido habitual, con esta Distribucién y un alto reaseguro b = 0,25
y a pesar que se ha disminuido la prima a ¢ = 0,8, no hay ruina como lo dice
la Tabla 12 junto con la Figura 34.
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Simulaciones para b=0.5

150 T T T T T T T 7 /

Figura 35: Grafica para el nivel de retencién b = 0,5

Tampoco se observa ruina para este nivel de retencion b = 0,5, nétese que
el porcentaje de trayectorias que se arruinan A es bajisimo.

a0
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Simulaciones para k=075
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Figura 36: Grafica para el nivel de retencién b = 0,75

Leyendo los resultados de la Tabla 12, par el nivel de retencion b = 0,75,
u la grafica de la Figura 36, se observa un leve aumento del porcentaje de
trayectorias que llevan a ruina, sin embargo, la probabilidad que la ruina
suceda antes de diez anos sigue siendo bajisima.
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CONCLUSIONES

1. Se van a resumir los resultados de la simulacién obtenidos, evaluan-
do probabilidades estimadas de ruina antes de diez anos superiores o

iguales a 0,5

Tabla 13: Resumen de resultados para ¢ = 1,1

Tabla 14: Resumen de resultados para ¢ = 1

Tabla 15: Resumen de resultados para ¢ = 0,8

c=1,1 Nivel de retencion b
0,25 | 0,5 0,75
I'(1,3) No | No Si
I'(1,4) No | Si Si
I'(7/10,7/2) | No | No Si
I'(1/2,2) No | No No

c=1 Nivel de retencion b
0,25 | 0,5 0,75
I'(1,3) No | No Si
I'(1,4) No | Si Si
['(7/10,7/2) | No | No Si
I'(1/2,2) No | No No

c=0,_8 Nivel de retencién b
0,25 | 0,5 0,75
I'(1,3) No | Si Si
I'(1,4) No | Si Si
I'(7/10,7/2) | No | No Si
I'(1/2,2) No | No No

55

A partir de las tablas anteriores, se puede concluir que la probabilidad
de ruina crece con b y decrece con ¢, como era de esperar, siendo no
claramente dependiente de la distribucion NWUC' utilizada, aqui rep-
resentada por distribuciones Gamma, obteniendo que para I'(1/2,2), el

porcentaje de trayectorias que llevan a ruina es despreciable,
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2. En las siguientes tablas se evaltian los promedios de tiempo hasta la
ruina, I/, para las trayectorias que presentan ruina antes del horizonte
n = 50 y una probabilidad estimada de ruina antes de diez anios superior
a 0,5. A partir de las tablas 13, 14 y 15 es evidente que basta considerar
los niveles de retencién b = 0,5 y b = 0,75, para todas las distribuciones
Gamma utilizadas, excepto la I'(1/2,2):

c=1,1 Nivel de retencién b
0,5 0,75
I'(1,3) - 8,053
['(1,4) 9,33 5,07
['(7/10,7/2) - 10,04

Tabla 16: Promedios de tiempo, E, para ¢ = 1,1

c=1 Nivel de retencién b
0,5 0,75
I'(1,3) - 7,029
I'(1,4) 8,45 4,739
['(7/10,7/2) - 10,42

Tabla 17: Promedios de tiempo, E, para ¢ =1

c=0,_8 Nivel de retencién b
0,5 0,75
I'(1,3) 10.7 5,77
I'(1,4) 6,7 4,04
[(7/10,7/2) | - 8,97

Tabla 18: Promedios de tiempo, F, para ¢ = 0,8

En términos generales se puede decir que E decrece con b, es decir,
el tiempo hasta la ruina se acelera con el incremento en la prima por
reaseguro.
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Por otro lado los promedios de tiempo hasta la ruina en funcién de ¢
son:

c I
c=1,118,12
c=1 |7,65
c=0,817,23

Tabla 19: Tiempos promedios en funcién de ¢

Lo cual sugiere que al reducirse la prima el tiempo promedio también
decrece, lo cual parece razonable.

Por tltimo, mirando el tipo de distribucién de las reclamaciones uti-
lizadas en las Tablas 16, 17 y 18 y en concreto sus medias, que son 1/3,
1/4 y 1/5, respectivamente, (recordar que si Y ~ I'(p,a), E]Y] = p/a)
se obtiene:

(p,a) E
E['(1,3)]=1/3 6,3
E[l'(1,4)]=1/4 7,66

ET(7/10,7/2)] = 1/5 | 9,81

Tabla 20: Tiempos promedios en funcién de ¢

De aqui, la media de tiempo hasta la ruina se incrementa si el prome-
dio de la cuantia de las reclamaciones decrece, lo cual es un resultado
razonable, acorde con los supuestos del modelo (1) simulado,

. De todo lo anterior se puede concluir, de manera general, que el pro-
cedimiento de simulacién implementado puede ayudar a visualizar y
estimar nimericamente los parametros probabilidad hasta la ruina, y
los porcentajes y los tiempos medios hasta la ruina para la distribucion
condicionada a la ruina segura,

. Nétese que a pesar que la esperanza para las distribuciones I'(1/2,2) y
['(1,4) es igual, se observa un comportamiento sustancialmente difer-
ente del modelo (1) para cada una de dichas distribuciones, de donde,
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se observa que los parametros de la distribuciéon inciden en el compor-
tamiento del modelo (1),

. Al ajustar un modelo, es importante buscar el equilibrio entre la prima
¢ v el nivel de retencion b,

. Se debe tener en cuenta, que a la hora de decidir la distribucion que
modela las reclamaciones debe hacerse un estudio de mercado de los
posibles clientes potenciales de la aseguradora, y ver que tipo de dis-
tribucion se les puede ajustar.
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